
النص الصوتي لدرس 

مسائل مدھشة : المتتالیات الحسابیة و الھندسیة 
السـلام عـلیكم، و أھـلاً بـكم فـي ھـذا الـدرس، أنـا عـباس الحـمادة مـعلم 
ریـاضـیات فـي مـدرسـة الـسعودیـة الـمتوسـطة لـلبنین، أرى أن الـریـاضـیات 
جـمیلة و مـمتعة، و لـدي لـكم الـیوم بـعض الـمسائـل الـمدھـشة أعـرفـكم بـھا، 

و نقوم بحلھا معاً 

ھل أنتم جاھزون، حسناً إلیكم ھذا السؤال: 

أریـدكـم أن تحسـبوا كـم ھـو مجـموع الأعـداد مـن 1 إلـى 100، ھـل بـوسـعكم 
حساب ذلك خلال دقیقتین، حاولوا، و سأعود إلیكم بعد قلیل. 

أھلاً بكم منـ جدـیدـ، لعـلكم لمـ تتـمكنوا منـ إكمـال الحـساب، لكـن لا 
بأس... 

تـندرج ھـذه الـمسألـة تـحت عـنوان الـمتتالـیات أو الأنـماط الـریـاضـیة، و 
تـعتبر دراسـة الـمتتالـیات مـن الأمـور الأسـاسـیة فـي الإحـصاء و الـھندسـة، 
لـما تـقدمـھ مـن حـل لـمسائـل تـتصف بـأن إیـجاد حـل لـھا –دون الاعـتماد عـلى 
قـوانـین الـمتتالـیات- یسـتغرق وقـتاً طـویـلاً، إذاً ھـي مـفیدة فـي تسـریـع 

الحساب. 

و بـبساطـة، الـمتتالـیة ھـي سـلسلة مـن الـعناصـر یـربـط بـینھا عـلاقـة، كـأن 
یـكون الـعنصر مـساویـاً الـعنصر الـسابـق مـضافـاً إلـیھ عـدد محـدد أو عـدد 
مـتغیر بـانـتظام أو مـضروبـاً بـعدد محـدد أو عـدد مـتغیر بـانـتظام أو 

لربما عدداً ثابتاً... 

و بـإمـكانـنا تـعریـف الـمتتالـیة الـحقیقیة بـأنـھا تـابـع مجـموعـة تـعریـفھ 
الأعـداد الـصحیحة الـموجـبة، و مـجالـھ الـمقابـل مجـموعـة الأعـداد 

الحقیقیة. 

الآن، أرجـو أن تـقسموا أنـفسكم إلـى مجـموعـات، و تـحاول كـل مجـموعـة 
اكـتشاف الـنمط الـریـاضـي لـواحـدة مـن الـمتتالـیات الـتالـیة، ثـم تـكتبوا 

العنصر التالي في المتتالیة: 

 ......،10،7،4،1

 ....،120،24،6،2،1

 .......،2،2،2،2

 ....،13،8،5،3،2،1،1،0
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مـرحـباً بـكم ثـانـیة، أرجـو أن تـكونـوا قـد لاحـظتم أنـھ فـي السـلسلة الأولـى 
كـان كـل عـنصر یـساوي الـعنصر الـذي قـبلھ مـضافـاً إلـیھ 3، و بـالـتالـي 

یكون العنصر الذي یلي 10 ھو 13. 

أمـا فـي السـلسلة الـثانـیة، فـقد تـم ضـرب الـعنصر الأول بـ2، و ضـرب 
الـعنصر الـثانـي بـ3، و الـثالـث بـ4، و ھـكذا عـلینا أن نـضرب 120 بـ6 

لنحصل على العنصر التالي و ھو 720 

أمـا السـلسلة الـثالـثة فـأمـرھـا سھـل، فـكل عـناصـرھـا مـتماثـلة و تـساوي 
العدد 2، و العدد التالي ھو 2 أیضاً 

و أمـا السـلسلة الأخـیرة، فـأول عـنصریـن مـنھا تـم وضـعھما كـما ھـما، ثـم 
كـل عـنصر ھـو نـاتـج جـمع الـعنصریـن الـسابـقین لـھ، و ھـذه السـلسلة بـالـذات 
لـھا تـطبیقات ریـاضـیة عـدیـدة و تـسمى سـلسلة فـیبونـاتشـي و ھـناك درس 
مـمتع عـلى مـوقـع بـلوسـومـز یـتناولـھا و اسـمھ "الـرسـوم الـنمطیة الـمدھـشة 
و مـعادلـة الـفرق" قـدمـتھ 'لـورا زاغـر' یـمكنكم مـشاھـدتـھ بـعد الانـتھاء مـن 

ھذا الدرس. 

إن السـلسلة الأولـى و السـلاسـل الـمشابـھة لـھا، تـسمى بـالـمتتالـیات 
الـحسابـیة، إذا كـان الـفرق بـین أي حـدّیـن مـتتالـیین فـیھا یـساوي مـقداراً 
ثـابـتاً. و تـم تـسمیة ذلـك الـمقدار الـثابـت بـ"أسـاس" الـمتتالـیة و 

	d سنرمز لھ بـ

	d	=	an+1	-	an بإمكاننا أن نعبر عن ذلك بـ

كما بإمكاننا أن نناقش موضوعھا على النحو التالي: 

a1	=		a


a2	=	a	+	d


a3	=	a	+	2d


a4	=	a	+	3d


an	=	a	+	(n-1)d


و ھذا الأخیر نسمیھ الحد العام 

	an	=	ak	+	(n-k)d فیكون ak و لكن إذا لم نعرف الحد الأول، و عرفنا الحد

و الآن، مـا رأیـكم أن تـقومـوا بھـذا الـنشاط، أوجـدوا الحـد الـعاشـر و 
الحد المئة للمتتالیة 

 ....،9،7،5
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أھـلاً بـكم مـن جـدیـد، ھـا، ھـل تـمكنتم مـن حـسابـھا، نـعم الـمتتالـیة 
	d	=	7-5	=	2 و a	=	5 حسابیة، و فیھا

	a10	=	a	+	9d	=	5	+	9*2	=	23 الآن

	a100	=	a	+	99d	=	5	+	99*2	=203 و

سأزیدكم بأنھ لو أردنا أن نعرف ما ھو الحد الذي قیمتھ 45 نكتب: 

	an	=	a	+	(n-1)d

	2*(n-1)	+	5	=	45

	n-1	=	40	/	2

21	=	n إذاً الحدّ الحادي و العشرین قیمتھ تساوي 45 

تـعالـوا نـتوسـع و نسـتكشف ھـذه الأنـماط أكـثر، ألـیس بـإمـكانـنا بـفرض أن 
المتتالیة منتھیة أن نكتب مجموع ھذه العناصر ھكذا ؟ 

 Sn	=	a	+	(a+d)	+	(a+2d)	+	….	+	(m-2d)	+	(m-d)	+	m

كما بإمكاننا كتابتھا بشكل معكوس، ھكذا: 

	Sn	=	m	+	(m-d)	+	(m-2d)	+	….	+	(a+2d)	+	(a+d)	+	a

دعونا نقوم بجمع المعادلتین، على النحو التالي: 

	2Sn	=	a+m	+	(a+m)	+	(a+m)	+	….	+	(a+m)	+	(a+m)	+	(a+m)

 Sn	=	(n/2)	(a+m) 2 و منھ نجدSn	=	n(a+m) أي

ھـذه نـتیجة رائـعة، لـكن مـاذا لـو لـم نـكن نـعرف الحـد الأخـیر m و عـرفـنا 
أساس المتتالیة؟ 

ألـیس m ھـو الحـد الأخـیر و یـساوي (n-1)d	+	a	=	an	=	m لـنعوض فـي الـنتیجة 
التي توصلنا إلیھا فنجد: 

	Sn	=	(n/2)	(a	+	a	+	(n-1)d)

 Sn	=	(n/2)	(2a	+	(n-1)d)

سـأتـركـكم دقـائـق الآن لتحسـبوا بـالاعـتماد عـلى مـا تـوصـلنا إلـیھ مجـموع 
الأعـداد مـن 1 إلـى 100 خـلال دقـیقتین فـقط، تـذكـروا خـلال دقـیقیتین فـقط، 
و مجـموع الأعـداد الخـمسین الأولـى مـن الـمتتالـیة: 10،8،6،4،2،... خـلال 

دقیقتین إضافیتین. ھیا یا أعزائي. ألقاكم بعد قلیل. 
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أھـلاً بـكم، لـقد كـان الـحساب سھـلاً، نـعم بـكل بـساطـة عـوضـنا فـي الـقانـونـین 
الذین توصلنا إلیھما 

	S100	=	100	/	2	*	(1+100)	=	50	*	101	=	5050

 S50	=	(50/2)*(2*2	+	(50-1)*2)	=	25	*	(4+98)	=	2550

و الآن شاھدوا ما حصل معي بالأمس القریب عندما كنت ألعب الشطرنج مع 
صدیقي  

 
عباس: ھذه اللعبة ریاضة للعقل، و تدفع إلى التفكیر العمیق قبل كل 

حركة 
عبد �: نعم و لاختراعھا قصة طریفة، حدثت في الھند قدیماً 

عباس: في الھند! ما ھي؟! 
عبد �: ابتكر ھذه اللعبة رجل و قدمھا ھدیة للملك ، فسرُّ بھا الملك 

و أعجبتھ، و سأل الرجلَ أن یطلب مكافأة لھ على ھذا العمل 
فما كان منھ إلا أن طلب أن یعطى عن كل مربع من مربعات الرقعة 

الأربعة و الستین، حبة قمح عن المربع الأول و حبتین عن الثاني و 
أربع حبات عن الثالث و ثمانیة عن الرابع... و ھكذا تتضاعف الحبات 

إلى المربع الرابع و الستین	
عباس: و لكن ما ھذا الطلب الغریب!!! 

عبد�: لقد ظن الملك أن الرجل یطلب شیئاً بسیطاً، فطلب من وزیره أن 
یعطى الرجل كیساً كاملاً من القمح 

عباس: و ماذا بعد؟ 
عبد �: لقد طلب الرجل أن یعطوه بالضبط ذلك القدر الذي طلبھ، و 

ھنا انھمك المستشارون في حساب كمیة القمح بدقة، و اكتشفوا أنھا 
ھائلة جداً و لا یستطیع الملك إعطاءه إیاھا، فھي تتجاوز انتاج كل 

الممالك من القمح لعدد من السنین. 
عباس(یلتفت إلى الطلاب): ھل ھذا معقول؟ 

ھـل تـعتقدون أن ھـذه الـقصة مـعقولـة؟!! فـكروا فـي ذلـك بـضع دقـائـق و 
حاولوا حساب كمیة القمح، و سأعود إلیكم. 

أھلاً بكم، و تعالوا نتفحص ھذا النوع من المتتالیات، 

 ....،32،16،8،4،2،1

إنـھا مـتتالـیة ھـندسـیة، و فـیھا كـل حـد یـساوي نـاتـج ضـرب الحـد الـسابـق 
لـھ بـعدد حـقیقي ثـابـت یـسمى أسـاس الـمتتالـیة، سـنرمـز لـھ بـ r و ھـو فـي 

	r=2 ھذه الحالة

لنكتب: 

a1	=	a
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a2	=	ar


a3	=	ar*r	=	ar2


a4	=	ar3


 an	=	akrn-k فیكون الحد العام ak و لكن إذا كان الحد الأول ھو

ماذا عن مجموع حبات القمح في قصة الشطرنج؟ 

 Sn	=	a1	+	a2	+	a3	+	…	+	an

	(1)  Sn	=	a	+	ar	+	ar2	+	ar3	+	….	+	arn-1

إذا كان r لا یساوي الصفر، بضرب طرفي المعادلة بـr	 نجد	

	(2)  rSn	=	ar	+	ar2	+	ar3	+	….	+	arn

بطرح المعادلة الأولى من المعادلة الثانیة ھذه نجد:  

	rSn	–	Sn	=	arn	-	a

 Sn	=	a	(rn	-	1)	(r-1)	

 Sn	=	a	*	n	  فإن r=1 لاحظوا أنھ من المعادلة (1) إذا كانت

 Sn	=	a	(rn	-	1)	/	(r	-	1) فإن 	لا تساوي 1 r و إذا كانت

و لأن رقعة الشطرنج فیھا 64 مربعاً، نكتب 

 S64	=	1	(264-1)	/	(2-1)	=	264	–	1	=	18446744073709551615

(ثـمانـي عشـرة كـویـنتلیون و أربـعمئة و سـت و أربـعین كـوادرلـیون و 
سـبعمئة و أربـع و أربـعین تـرلـیون و ثـلاث و سـبعین مـلیار و سـبعمئة و 
تـسع مـلایـین و خـمسمئة و إحـدى و خـمسین ألـف و سـتمئة و خـمس عشـرة حـبة 

قمح) 
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و بـاعـتبار أن كـل 1000 حـبة قـمح تـزن 40 غـرامـاً سـیكون وزن الـقمح 
المطلوب أكثر من 700 ملیار طن 

و ھو ما یعادل 1000 ضعف من الانتاج العالمي للقمح سنویاً  

حـسناً بـعد أن رأیـنا كـیف تتضخـم الأرقـام بسـرعـة فـي الـمتوالـیات 
الـھندسـیة، سـأعـرض عـلیكم ھـذا الـعرض، لـدي سـیارات لـلبیع بـالتقسـیط 

لمدة شھر أي30 یوماً فقط 

تـدفـعون فـي الـیوم الأول ھـللة واحـدة و فـي الـیوم الـثانـي ھـللتین، فـي 
الـیوم الـثالـث 4، فـي الـیوم الـرابـع 8 ھـللات،..... و ھـكذا إلـى الـیوم 
الـثلاثـین، حـیث سـأسـلم مـن یـكمل الـدفـعات الـثلاثـین سـیارة فخـمة 
حدیثة !!! و أحول إلى حسابھ في المصرف ملیون ریال إضافة إلى ذلك !!! 

إذا كـنتم تـودون شـراء سـیارة أو كـان لـدیـكم أیـة اسـتفسارات عـن ھـذا 
	abs@mohaffez.com الدرس، فبوسعكم إرسالھا إلى بریدي الإلكتروني

و السلام علیكم و رحمة � و بركاتھ 

أھـلاً بـكم أعـزائـي الـمعلمین، و شـكراً لـكم عـلى اخـتیاركـم ھـذا الـدرس 
لطلابكم 

كـما رأیـتم یـدور مـوضـوع ھـذا الـدرس حـول الـمتتالـیات و یـقوم بـتقدیـمھا 
مـن خـلال مـسألـتین طـریـفتین مـمتعتین فـیھما مـن التحـدي و الانـدھـاش مـا 

یجذب انتباه الطلاب. 

ھـذا الـدرس مـوجـھ لـطلاب الـمرحـلة الـثانـویـة، و جـمیع الـمعلومـات الـتي 
یـرتـكز عـلیھا الـدرس یـتم تـناولـھا فـي الـمرحـلة الـمتوسـطة مـثل الـمعادلات 

و العملیات علیھا من ضرب و طرح... 
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فـي نـھایـة الـنشاط الأول ربـما تجـدون أنـھ مـن الـمناسـب ذكـر قـصة جـاوس مـع 
مـعلم الـریـاضـیات و قـد ذكـرتُـھا فـي دلـیل الـمعلم الـمكتوب و الـمرفـق مـع 

ھذا الدرس المرئي. 

فـي الـنشاط الـرابـع تُـلفتون انـتباه الـطلاب أن الخـمسین حـداً الأولـى ھـي 
نفسھا الأعداد الزوجیة من مجموعة الأعداد من 1 إلى 100 

فـي نـھایـة الـمقطع الـسادس یـمكنكم أن تـخبروا طـلابـكم عـن أن ھـناك 
الـكثیر مـن الـمسائـل فـي الـحیاة الـعملیة تـحتاج إلـى فـھم لـموضـوع 

المتتالیات الحسابیة و الھندسیة 

فـمثلاً عـدّ أشـیاء مـرتـبة عـلى شـكل ھـرمـي و عـد الـكراسـي فـي بـعض الـمدرجـات 
یعتبر من مسائل المتتالیات الحسابیة 

و طـریـقة زیـادة راتـب مـوظـف سـنویـاً بنسـبة مـئویـة، و ازدیـاد عـدد سـكان 
العالم ھما مثالان على المتتالیات الھندسیة 

و أنـھ فـي مـثال الشـطرنـج عـندمـا r=2 یـكون مجـموع الحـدود الـسابـقة 
یساوي الحد الحالي - 1 

أي مـثلاً فـي الـمربـع الـرابـع 8 حـبات قـمح، و مجـموع الـحبات فـي الـمربـعات 
الثلاثة الأولى یساوي 1-8=7 

ھـنالـك الـعدیـد مـن الـمسائـل الإضـافـیة الـتي یـمكن طـرحـھا عـلى الـطلاب لأجـل 
التوسع في فھم المتتالیات، مثلاً: 

الــنـاقــصـة: 1. الـحــدود  أكــمـل  حــسـابــیـة  مــتـتـالــیـة 
	...،35-،...،...،...،...،5

.2	a4	=	12	,	a7	=	18 أوجد المتتالیة الحسابیة إذا علمت أن

ھل المتتالیة 1 ، 1/2 ، 1/3 ، 1/4 ، ... متتالیة ھندسیة؟	3.

 أثبت أن المتتالیة (an-1/2) ھندسیة ثم أوجد حدّھا السادس	4.

أخـیراً أتـوجـھ بـالـشكر إلـى كـل مـن سـاھـم فـي إنـجاح ھـذا الـدرس ، و آمـل 
أن یكون إضافة مفیدة للمكتبة العلمیة العربیة، و دمتم بخیر.
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